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Resumen

En este articulo un procedimiento para la constru-
ccién de funcionales de Lyapunov-Krasovskii para
ecuaciones escalares de tipo neutral es considerado.
Cabe destacar que el procedimiento que se presen-
ta es para funcionales que tienen de antemano una
derivada dada. Se mostré que las funcionales depen-
den de una funcién la cual satisface a su ecuacion
escalar de tipo neutral. Para de..nir la funcién se dan
condiciones adicionales de frontera.

1. Introduccioén

Las ecuaciones de tipo neutral son una clase impor-
tante de las ecuaciones con retardos donde el com-
portamiento de sus soluciones dependen del estado
retardado y de su derivada. Varios trabajos sobre
sistemas (ecuaciones) de tipo neutral han sido pub-
licados, ver por ejemplo [1]-[8]. Por otra parte para
derivar un criterio de estabilidad el punto clave es
la eleccién de una funcional apropiada de Lyapunov-
Krasovskii.

La aplicacion del enfoque de Lyapunov-Krasovskii al
estudio de los sistemas neutrales presenta diversas di-
..cultades. Una de ellas es la falta de un procedimien-
to e..ciente en la construccion de las correspondientes
funcionales de Lyapunov-Krasovskii. La construccion
de estas funcionales comunmente es mediante la con-
struccion de varias funcionales de tipo reducido, ver
por ejemplo [3],[4], pero no hay garantia que algu-
na de las funcionales de tipo reducido pueda servir
para el anélisis de estabilidad de un sistema de tipo
neutral dado.

El problema de la construccién de funcionales de
Lyapunov-Krasovskii con una derivada dada ha sido
considerado para el caso de sistemas de tipo retarda-
do por varios autores. Por ejemplo en [9] se presen-
ta un procedimiento de construccién de funcionales
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de Lyapunov-Krasovskii para ecuaciones escalares de
tipo retardado. En la referencia [10] se a considerado
un procedimiento constructivo para sistemas de tipo
neutral con un solo retardo.

En este articulo se considera un procedimiento
para la construccién de funcionales de Lyapunov-
Krasovskii para ecuaciones escalares de tipo neutral.
Se muestra que para las ecuaciones escalares de tipo
neutral consideradas, las funcionales de Lyapunov-
Krasovskii se de..nen por una funcién escalar. Se
demuestra que esta funcién es una solucién de la
ecuacion escalar de tipo neutral. Para de..nir la fun-
cioén se considera un sistema auxiliar libre de retar-
dos, el cual depende de los coe..cientes de la ecuacién
escalar de tipo neutral considerada y para resolver
este sistema se dan condiciones adicionales de fron-
tera. Las condiciones de frontera dependen del retar-
do por lo que la construcion de la funcion depende
del retardo.

Se presenta un ejemplo numérico para ilustrar los
resultados principales del presente trabajo.

2. Preliminares

En esta seccion se presentan algunos resultados so-
bre ecuaciones neutrales. Considérese la siguiente
ecuacioén
P , P ,
)+ aiz(tijh) = bzijh) ()
=1 j=0

donde a; y by son coe..cientes reales y h > 0 es el
retardo base.
Junto con la siguiente condicién inicial

z(0) = ¢(0), 0 2[i H,0]. @

donde H = mh es el retardo maximo. Entonces por
x (t, p) se denota la solucion de la ecuacion (1) que
satisface (2).
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Por otro lado z denota la derivada de x con respec-
to del tiempo ¢. Las funciones z; y z; denotan la
restriccion de = (t) y z (¢t) en el intervalo [t § H,1],
asi que z; es un elemento de C = C([i H,0],R),
de..nido por z; (A) = z(t+0) y z;(0) = z(t+0)
para 6 2 [j H,0].

De..nicién 1. (Bellman y Cooke [1]) La ecuacion (1)
se dice que es exponencialmente estable si existen
v . 1y a > 0 tales que cada solucion z (¢, ) sat-
isface la desigualdad jz (¢, ¢)j - ve**'joj., 8t . 0.
Donde

n O1/2

mix o (0)i° + e (O)f

Wle = 02[§ H.,0]
De..nicién 2. (Bellman y Cooke [1]) Considérese la
funcién k (¢) la cual satisface a la ecuacién (1) para

t_0,t&Eph,p=12 ..., donde k(t) es tal que

E({)=0, parat<0, y k(0) =1, 3)
. i
y la funcion k(t) + ‘

Jj=1
se llama la solucién fundamental de la ecuacién (1).

a;k(t i jh) es continua. k(t)

Si la ecuacion (1) es exponencialmente estable en-
tonces la solucién fundamental k(t) satisface la cota
exponencial

jE@j - ye't, 8t 0 4)
donde « y « son de la de..nicién 1.

De acuerdo a la de..nicion 2, la solucién fundamental
tiene discontinuidades de salto en los puntos ¢, = ph,
p=1,2,... El siguiente lema describe los saltos.
Lema 1. La solucién fundamental k() tiene saltos en
los puntos t, = ph, p=10,1,2,...

Cr(Oy=,, = k(h +0) i k(ph i 0)] = ¢, (5)

y k() = k(¢ +0) en los puntos de salto. Ademas se
satisface que

>
aj¢pij=O,p:1,2,... (6)

j=1

Prueba. El resultado se obtiene por calculos direc-
tos.

Teorema 1. Dada la condicidn inicial ¢ la solucién de
la ecuacion (1) con esta condicién inicial es

" #
|4
z(t,p) = k(@)+ __1ajk(t i jh) »(0)
R 20
+ . k(@i jhi0)[bje@)iaje(@)]dd (7)
a ijh
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donde % (t) es la funcidén fundamental de la ecuacién
D).
Prueba. Ver (Bellmany Cooke [1]).

Considérese que la ecuacion (1) es exponencialmente
estable, entonces es posible de..nir la siguiente fun-
cion

yAS

u(r) = k@k(E+ 7)dt 8)

0
la cual tiene un papel importante en la siguiente con-
struccion de las funcionales de Lyapunov-Krasovskii.

Se referira a u(r) como la funcién de Lyapunov de
la ecuacion (1).

Lema 2. La funcién de Lyapunov esta bien de..nida
y satisface para 7 _ 0 las siguientes propiedades:

-

1. Lafuncién u(7) satisface la propiedad de simetria
u( i) = u(r).

2. La funcién u(7) satisface la propiedad algebraica
" #
P _ P P o
2 b+ 7 bl i )
= J

J =0i=

=jl.

Prueba. La convergencia de la integral se garanti-
za por (4) lo cual implica la convergencia absoluta
de (8) en [0,1). La primera propiedad se obtiene
directamente de (8) y para la segunda se hace

. "
d P ,
= RO+ ak(i jh)

j=1
=]
=2 bk i jh)
=0
P P
j=0i=1

integrando esta igualdad desde 0 hasta 1 se llega a
la propiedad algebraica deseada.

Lema 3. La funcién de Lyapunov u(r) para la
ecuacion (1) es continuamente diferenciable en = &
lh, I = 0,1,2,... y en los puntos = = [h, | =

0,1,2,..., T(7) tiene el salto
5]

cqln) =i C;Cpuy. ©)
=0

Prueba. Dado un valor positivo 7 & jh, j =
0,1,2,..., 7 puede escribirse como 7 = [h + £ donde



[ es un numero entero no negativo y ¢ 2 (0, h). En-
tonces para t _ 0, la funcion k(¢ + 7) tiene discon-
tinuidades de salto en los puntos ¢; = jh § & j =
1,2,...y entonces t; +7 = (j + 1) h. De..nace el con-
junto ¥ = Ft 20, L) nts,tp, ... t5, .5 3=1,2,...0,
porloque [0,1)=9 [ft; =jh, j=1,2,.9. Enel
conjunto ¥ la funcién k(¢ + 7) no tiene discontinui-
dades de salto. De acuedo al Lema 3 se sigue que
Ak(t; + 1) = ¢+ ; de tal modo que
z
5(r) = k@K@ +1)dt +

9

P
k(t;) €y (10)
=0

j=

Asi que la funcion w(7) es continuamente diferencia-
bleen 7 & jh, j =0,1,2,... En el punto 7 = [h de
acuerdo con (10) se cumple que

z

f(ri0)=

9

P
KKt +7 iedt+ k(Gh+0) ¢
i=0

j=

mientras que
z

fi(r+0) =

9
donde ¢ ¥ 0. Entonces, en el punto 7 = [h

2]
k@Kt +7+edt+  k(Ghi 0) ¢ ;j
=0

SR =i R Gh+0) i kGh i 0)] G,

Jj=0

por lo que

5

Ch(R) = i

Jj=

¢] ¢l+]’
0
Lema 4. La funcién de Lyapunov u(7) satisface para
7 . 0 la siguiente propiedad dinamica

a; 8(T i jh) =
1

P = .
6(r) + bju(r i jh).
j =0

Jj=

Prueba. De (10) se tiene que
z

P
()= k@KE+7n)dt+ k(L) Epay
9 =0
y
z P
B(riih)y=  E@E(t+7iih)dt+ k() i
9 J=0
Entonces
P
() + a; (7 i th) =
Z z'=1_

0 P o\
k() k(t+7’)+‘ ak ' (t+7 §ih) dt

9
P P ®

+ k(@) €t aiCragyg
=0 i=
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Ahora de la de..nicibn 2 y de (6) se obtiene la
propiedad dinamica buscada.

2.1. Resultados auxiliares

En esta subseccion el objetivo es encontrar un
sistema auxiliar libre de retardos para construir la
funcion de Lyapunov u(r).

Se introducen las siguientes funciones
zp(T) = u(r + kh); 7 2 [0, h] (11)

para £k = §m,t6¢,§1,0,1¢¢¢ . m § 1. A par-
Eir de estas funciones se forma el vector Z(r) =
Zmi1(T) ¢ zo(7) €0 zg . (7) T
Se de..nen las matrices Ay B como
A=

1 a 66 a, O it 0
L 1 B

2
0o 1
0 0 ttt  ay az Gt an,
Gm Gmg1 006 1 0 ¢t 0 4,
0 m 0 ag 1 0 0
0
0

Q.

0 66¢ amj2 t¢¢e O

0 t00 amy1 amgz 00 1

B =
2

bo b1 ¢t bm 0 tee 0
0 bo 60 bms1 bm  t0E 0
0 0ttt b byttt by,
ibm ibmil eee ibl ibo 6ee 0
0 0 600 §bmsi ibmsz (06 O
0 0 tee ib'mil ibmiZ tee ibO

Observacién 1. A es la matriz resultante de los poli-
nomios
pl(s) = Sm+a15mi1+M¢+ami13+ama
p2(8) = ams™ H a1+ 00+ a5+ 1
y B es la matriz resultante de los polinomios
p3 (S) = bOSm+b15mi1+¢¢¢+b’mi15+bma
pa(s) = Liete i bis i bo.

ibmsm i bmilsml

Teorema 2. El vector Z(7) satisface al sistema libre
de retardos

AE Z(t) = BzZ(1),
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sujeto a las 2m j 1 condiciones de frontera

zk+1(0) = 2z (),
para k= jm,¢tt¢, §1,0,1,¢66¢ . m j 2,

junto con la condicién algebraica

|2 P P
ijij(O)"' bjaiziijil(h)Z i1/2

j=0 j=0i=1

Prueba. La demostracion se obtiene directamente a

partir de la de..nicién (11), junto con las propiedades

(dinamica, algebraica y simétrica) de la funcidn de

Lyapunov.

3. Funcionales de Lyapunov-
Krasovskii

En esta seccidn se presenta un procedimiento para la
construccion de funcionales de Lyapunov-Krasovskii
con la suposicion de que la ecuacion escalar (1) es
exponencialmente estable. Entonces para una fun-
cional cuadratica w (t) se deriva la correspondiente
funcional de Lyapunov-Krasovskii v (¢), tal que

= jw(x),8t _ 0.
@
Teorema 3. Asumiendo que la ecuacién (1) es expo-
nencialmente estable. Dada la funcional

wo (z,) = 2% (t). (12)

Entonces la funcional,,

d Z
dtv(xt)

#
a;u(ijh)

2 P
vo(2)) = () u(®) +2

2 P L
+a°(t) aja;u((j i i)h)
j=1li=1
P 20
+2x(t) u(jih j )£
=1

ith
E[biz(t +6) i az(t+ 6)]do
70

P P
+2x(t) a;
j=1i=1

u((G i )hi0)E
ith
Ebz(t+0) i aiz(t+ 0)]do
PP’
+ [bjz(t +01) i ajz(t +01)] £
mUE
70
£ w((fiid)h+01i 0)E
ith
E[biz(t +02) i az(t +02)]db2do;.  (13)
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tiene derivada jwo (x).
2

Donde la funcién u(7) =  k(t)k(t + 7)dt, la cual

0
necesita conocerse para 7 2 [i H, H].
Prueba. Se tiene que vg (z;) debe ser una funcional
tal que

i Vo (xt):

— = j22(t). (14)

@

Dada una funcién inicial ¢ 2 C[j H,0], y la solucién
correspondiente z(¢, ) de la ecuacion (1). Se de..ne
por z; () el segmento de la solucion de la ecuacion
(1) comofx (t +6,¢),0 2 [0, H]g. Entonces de (14)
se sigue que

n
vo(p) = 22 (¢,p)dt. 15)
0

Entonces substituyendo z (¢,¢) en (15) por el la-
do derecho de (7), y empleando (8) se obtiene que
vo (z¢) es de..nida por (13). Y por lo tanto la fun-
cional vg (z¢) de..nida por (13) satisface el teorema.

Teorema 4. Asumiendo que la ecuacion (1) es expo-
nencialmente estable. Dada la funcional

70

2 - i
pjzs(t i jh)+ v
j=0 j=1

k)

z2 (t + 6)do,

w(w) =
ijh
(16)
donde p; y v; son constantes positivas. Entonces
la correspondiente funcional de Lyapunov-Krasovskii
v (¢) es de la forma

#
P ¢
o) = po+ py +ghvi vo(w)
j=1
0
P2 . 7 2
+ p + (Gh+0)v; z*(E+0)dd, (17)
i=1
ijh

donde la funcinal vg (x;) es la del teorema 3. En-
tonces la funcional de Lyapunov-Krasovskii v (z;) €s
tal que

d
Ev(ﬂft): iw(), t.0

a lo largo de las soluciones de la ecuacion (1).
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Prueba. Primero nétese que

3

70

deP
dt j=1
ijh

£ o
i+ (jh+ B) vy 22 (t +0) o5

£ B,
= uyghyy 2? ()
j=1

Z0
z? (t + 6) do.

ijh

P
i ot i E

Jj= Jj=1

Por lo que el resto de la demostraccion se obtiene
directamente siguiendo el mismo procedimiento del
teorema precedente.

Ejemplo 1. Considerese la siguiente ecuacién es-
calar neutral ilustrativa, la cual es estable para el
retardo base h = 0,5, ver (Ivanescu et al. [5])

() i0lz(ti05=i09z®)ix(ti05),t.0.

Se construye la funcién v (7) a partir del sistema aux-
iliar libre de retardos, ver teorema 2. Obsérvese que
u () solo se construye para 7 2[0,5,0,5].

Las funciones auxiliares son

u(r i h)
u (1)

Zil(T)

2 (1) =

para T 2 [0,0,5]. Se obtiene el sistema libre de retar-
dos

1 §01°d () “_ 09 j1°

i01 1 dr za(n) 109

El sistema libre de retardos esta restringido a las
siguientes condiciones de frontera

20 (0) = 2;1(0,5)

10,920 (0) § z;1 (0) +0,0920(05) +2;1(0,5) = §1/2

Resolviendo el sitema libre de retardos, el vector 2'(7)
presenta el comportamiento que se presenta en la
.gura 1.

Entonces la funcién « (7) y la funcién § (7) tienen la
evolucion que se presenta en la ..gura 2.
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0.5 T T T T T T I T
i i i i | — zylFu(T)
2, [U=u(t-h]

i i i
025 03 035 04 045 05

T

Figura 1: Solucién de Z' (7).

uir)  wln)

) SRR N | | T N ., .

ulr)

% [N S T T
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Figura 2: Funciones u(7) y 4 (7).

4. Conclusiones

En este articulo se presenta un procedimiento para la
construccion de funcionales de Lyapunov-Krasovskii
con una derivada en el tiempo dada para el caso de
ecuaciones escalares de tipo neutral de la forma (1).

Se muestra que las funcionales presentan una depen-
dencia de la funcién de Lyapunov w (7) .

Algunas propiedades de la funcion de Lyapunov son
derivadas.

El resultado principal es derivar para la funcion u (7)
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias li-
bre de retardos con condiciones especiales de fron-
tera, ver el teorema 2.
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