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Resumen
En este artículo un procedimiento para la constru-
cción de funcionales de Lyapunov-Krasovskii para
ecuaciones escalares de tipo neutral es considerado.
Cabe destacar que el procedimiento que se presen-
ta es para funcionales que tienen de antemano una
derivada dada. Se mostró que las funcionales depen-
den de una función la cual satisface a su ecuación
escalar de tipo neutral. Para de…nir la función se dan
condiciones adicionales de frontera.

1. Introducción
Las ecuaciones de tipo neutral son una clase impor-
tante de las ecuaciones con retardos donde el com-
portamiento de sus soluciones dependen del estado
retardado y de su derivada. Varios trabajos sobre
sistemas (ecuaciones) de tipo neutral han sido pub-
licados, ver por ejemplo [1]-[8]. Por otra parte para
derivar un criterio de estabilidad el punto clave es
la elección de una funcional apropiada de Lyapunov-
Krasovskii.
La aplicación del enfoque de Lyapunov-Krasovskii al
estudio de los sistemas neutrales presenta diversas di-
…cultades. Una de ellas es la falta de un procedimien-
to e…ciente en la construcción de las correspondientes
funcionales de Lyapunov-Krasovskii. La construcción
de estas funcionales comunmente es mediante la con-
strucción de varias funcionales de tipo reducido, ver
por ejemplo [3],[4], pero no hay garantía que algu-
na de las funcionales de tipo reducido pueda servir
para el análisis de estabilidad de un sistema de tipo
neutral dado.
El problema de la construcción de funcionales de
Lyapunov-Krasovskii con una derivada dada ha sido
considerado para el caso de sistemas de tipo retarda-
do por varios autores. Por ejemplo en [9] se presen-
ta un procedimiento de construcción de funcionales

de Lyapunov-Krasovskii para ecuaciones escalares de
tipo retardado. En la referencia [10] se a considerado
un procedimiento constructivo para sistemas de tipo
neutral con un solo retardo.
En este artículo se considera un procedimiento
para la construcción de funcionales de Lyapunov-
Krasovskii para ecuaciones escalares de tipo neutral.
Se muestra que para las ecuaciones escalares de tipo
neutral consideradas, las funcionales de Lyapunov-
Krasovskii se de…nen por una función escalar. Se
demuestra que esta función es una solución de la
ecuación escalar de tipo neutral. Para de…nir la fun-
ción se considera un sistema auxiliar libre de retar-
dos, el cual depende de los coe…cientes de la ecuación
escalar de tipo neutral considerada y para resolver
este sistema se dan condiciones adicionales de fron-
tera. Las condiciones de frontera dependen del retar-
do por lo que la construción de la función depende
del retardo.
Se presenta un ejemplo numérico para ilustrar los
resultados principales del presente trabajo.

2. Preliminares
En esta sección se presentan algunos resultados so-
bre ecuaciones neutrales. Considérese la siguiente
ecuación

_x(t) +
mP

j=1
aj _x(t ¡ jh) =

mP
j=0

bjx(t ¡ jh) (1)

donde ak y bk son coe…cientes reales y h > 0 es el
retardo base.
Junto con la siguiente condición inicial

x(θ) = ϕ(θ), θ 2 [¡H, 0] . (2)

donde H = mh es el retardo máximo. Entonces por
x (t, ϕ) se denota la solución de la ecuación (1) que
satisface (2).
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Por otro lado _x denota la derivada de x con respec-
to del tiempo t. Las funciones xt y _xt denotan la
restricción de x (t) y _x (t) en el intervalo [t ¡ H, t],
así que xt es un elemento de C = C ([¡H, 0] , R),
de…nido por xt (θ) = x (t + θ) y _xt (θ) = _x (t + θ)
para θ 2 [¡H, 0].
De…nición 1. (Bellman y Cooke [1]) La ecuación (1)
se dice que es exponencialmente estable si existen
γ ¸ 1 y α > 0 tales que cada solución x (t, ϕ) sat-
isface la desigualdad jx (t, ϕ)j · γe¡αt jϕjC , 8t ¸ 0.
Donde

jϕjC = m¶ax
θ2[¡H,0]

n
jϕ (θ)j2 + j _ϕ (θ)j2

o1/2
.

De…nición 2. (Bellman y Cooke [1]) Considérese la
función k (t) la cual satisface a la ecuación (1) para
t ¸ 0, t 6= ph, p = 1, 2, . . ., donde k (t) es tal que

k (t) = 0, para t < 0, y k (0) = 1, (3)

y la función k(t) +
mP

j=1
ajk(t ¡ jh) es continua. k(t)

se llama la solución fundamental de la ecuación (1).

Si la ecuación (1) es exponencialmente estable en-
tonces la solución fundamental k(t) satisface la cota
exponencial

jk(t)j · γe¡αt , 8t ¸ 0 (4)

donde α y γ son de la de…nición 1.

De acuerdo a la de…nición 2, la solución fundamental
tiene discontinuidades de salto en los puntos tp = ph,
p = 1,2, . . . El siguiente lema describe los saltos.
Lema 1. La solución fundamental k(t) tiene saltos en
los puntos tp = ph, p = 0, 1, 2, . . .

¢k(t)jt=tp
= [k(ph + 0) ¡ k(ph ¡ 0)] = ¢p (5)

y k (t) = k (t + 0) en los puntos de salto. Además se
satisface que

¢p +
mX

j=1

aj¢p¡j = 0, p = 1,2, . . . (6)

Prueba. El resultado se obtiene por cálculos direc-
tos.
Teorema 1. Dada la condición inicial ϕ la solución de
la ecuación (1) con esta condición inicial es

x(t, ϕ) =

"
k (t) +

mP
j=1

ajk (t ¡ jh)

#
ϕ(0)

+
mP

j=1

0Z

¡jh

k (t ¡ jh ¡ θ) [bjϕ(θ) ¡ aj _ϕ(θ)] dθ (7)

donde k (t) es la función fundamental de la ecuación
(1).
Prueba. Ver (Bellman y Cooke [1]).

Considérese que la ecuación (1) es exponencialmente
estable, entonces es posible de…nir la siguiente fun-
ción

u(τ) :=

1Z

0

k(t)k(t + τ )dt (8)

la cual tiene un papel importante en la siguiente con-
strucción de las funcionales de Lyapunov-Krasovskii.
Se referirá a u(τ) como la función de Lyapunov de
la ecuación (1).

Lema 2. La función de Lyapunov esta bien de…nida
y satisface para τ ¸ 0 las siguientes propiedades:

1. La función u(τ) satisface la propiedad de simetría

u(¡τ) = u(τ).

2. La función u(τ) satisface la propiedad algebraica

2

"
mP

j=0
bju(¡jh) +

mP
j=0

mP
i=1

bjaiu((j ¡ i)h)

#

= ¡1.

Prueba. La convergencia de la integral se garanti-
za por (4) lo cual implica la convergencia absoluta
de (8) en [0, 1). La primera propiedad se obtiene
directamente de (8) y para la segunda se hace

d
dt

"
k(t) +

mP
j=1

ajk(t ¡ jh)

#2

= 2
mP

j=0
bjk(t)k(t ¡ jh)

+ 2
mP

j=0

mP
i=1

bjaik(t ¡ jh)k(t ¡ ih),

integrando esta igualdad desde 0 hasta 1 se llega a
la propiedad algebraica deseada.

Lema 3. La función de Lyapunov u(τ) para la
ecuación (1) es continuamente diferenciable en τ 6=
lh, l = 0, 1, 2, . . . y en los puntos τ = lh, l =
0, 1, 2, . . . , ¶u(τ ) tiene el salto

¢¶u(lh) = ¡
1P

j=0
¢j¢l+j . (9)

Prueba. Dado un valor positivo τ 6= jh, j =
0, 1, 2, . . . , τ puede escribirse como τ = lh + ξ donde
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l es un numero entero no negativo y ξ 2 (0, h). En-
tonces para t ¸ 0, la función k(t + τ ) tiene discon-
tinuidades de salto en los puntos tj = jh ¡ ξ, j =
1, 2, . . .y entonces tj + τ = (j + l) h. De…nace el con-
junto ϑ = ft 2 [0, 1) n t1, t2, ..., tj , ...; j = 1,2, . . .g,
por lo que [0, 1) = ϑ [ ftj = jh, j = 1, 2, ..g. En el
conjunto ϑ la función k(t + τ) no tiene discontinui-
dades de salto. De acuedo al Lema 3 se sigue que
4k(tj + τ ) = ¢l+j de tal modo que

¶u(τ) =
Z

ϑ

k(t)k0(t + τ)dt +
1P

j=0
k (tj) ¢l+j (10)

Asi que la función u(τ) es continuamente diferencia-
ble en τ 6= jh, j = 0, 1, 2, . . . En el punto τ = lh de
acuerdo con (10) se cumple que

¶u(τ ¡ 0) =
Z

ϑ

k(t)k 0(t + τ ¡ ε)dt +
1P

j=0
k (jh + 0) ¢l+j

mientras que

¶u(τ + 0) =
Z

ϑ

k(t)k 0(t + τ + ε)dt +
1P

j=0
k (jh ¡ 0) ¢l+j

donde ε ! 0. Entonces, en el punto τ = lh

¢¶u(τ ) = ¡
1P

j=0
[k (jh + 0) ¡ k (jh ¡ 0)] ¢l+j

por lo que

¢¶u(lh) = ¡
1P

j=0
¢j¢l+j

Lema 4. La función de Lyapunov u(τ) satisface para
τ ¸ 0 la siguiente propiedad dinámica

¶u(τ) +
mP

j=1
aj ¶u(τ ¡ jh) =

mP
j=0

bju(τ ¡ jh).

Prueba. De (10) se tiene que

¶u(τ ) =
Z

ϑ

k(t)k0(t + τ)dt +
1P

j=0
k (tj )¢l+j

y

¶u(τ ¡ ih) =
Z

ϑ

k(t)k 0(t+ τ ¡ ih)dt +
1P

j=0
k (tj) ¢l+j¡i.

Entonces

¶u(τ) +
mP

i=1
ai¶u(τ ¡ ih) =

Z

ϑ

k(t)
·
k 0(t + τ) +

mP
i=1

aik 0(t + τ ¡ ih)
¸

dt

+
1P

j=0
k (tj )

·
¢l+j +

mP
i=1

ai¢l+j¡i

¸
.

Ahora de la de…nición 2 y de (6) se obtiene la
propiedad dinámica buscada.

2.1. Resultados auxiliares
En esta subsección el objetivo es encontrar un
sistema auxiliar libre de retardos para construir la
función de Lyapunov u(τ).

Se introducen las siguientes funciones

zk(τ ) = u(τ + kh); τ 2 [0, h] (11)

para k = ¡m, ¢ ¢ ¢ , ¡1, 0, 1, ¢ ¢ ¢ , m ¡ 1. A par-
tir de estas funciones se forma el vector ~z(τ) =£

zm¡1(τ ) ¢ ¢ ¢ z0(τ ) ¢ ¢ ¢ z¡m(τ)
¤T .

Se de…nen las matrices A y B como

A =
2
666666666666664

1 a1 ¢ ¢ ¢ am 0 ¢ ¢ ¢ 0
0 1 ¢ ¢ ¢ am¡1 am ¢ ¢ ¢ 0

. . . . . .
0 0 ¢ ¢ ¢ a1 a2 ¢ ¢ ¢ am

am am¡1 ¢ ¢ ¢ 1 0 ¢ ¢ ¢ 0
0 am ¢ ¢ ¢ a1 1 0 0

. . . . . .
0 0 ¢ ¢ ¢ am¡2 ¢ ¢ ¢ 0
0 0 ¢ ¢ ¢ am¡1 am¡2 ¢ ¢ ¢ 1

3
777777777777775

,

B =
2
6666666666664

b0 b1 ¢ ¢ ¢ bm 0 ¢ ¢ ¢ 0
0 b0 ¢ ¢ ¢ bm¡1 bm ¢ ¢ ¢ 0

. . . . . .
0 0 ¢ ¢ ¢ b0 b1 ¢ ¢ ¢ bm

¡bm ¡bm¡1 ¢ ¢ ¢ ¡b1 ¡b0 ¢ ¢ ¢ 0
. . . . . .

0 0 ¢ ¢ ¢ ¡bm¡1 ¡bm¡2 ¢ ¢ ¢ 0
0 0 ¢ ¢ ¢ ¡bm¡1 ¡bm¡2 ¢ ¢ ¢ ¡b0

3
7777777777775

.

Observación 1. A es la matriz resultante de los poli-
nomios

p1 (s) = sm + a1sm¡1 + ¢ ¢ ¢ + am¡1s + am,
p2 (s) = am sm + am¡1sm¡1 + ¢ ¢ ¢ + a1s + 1.

y B es la matriz resultante de los polinomios

p3 (s) = b0sm + b1sm¡1 + ¢ ¢ ¢ + bm¡1s + bm,
p4 (s) = ¡bmsm ¡ bm¡1sm¡1 ¡ ¢ ¢ ¢ ¡ b1s ¡ b0.

Teorema 2. El vector ~z(τ) satisface al sistema libre
de retardos

A
d
dτ

~z(τ ) = B~z(τ ),
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sujeto a las 2m ¡ 1 condiciones de frontera

zk+1 (0) = zk (h) ,
para k = ¡m, ¢ ¢ ¢ , ¡1, 0, 1, ¢ ¢ ¢ , m ¡ 2,

junto con la condición algebraica
mP

j=0
bjz¡j (0) +

mP
j=0

mP
i=1

bjaizi¡j¡1(h) = ¡1/2.

Prueba. La demostración se obtiene directamente a
partir de la de…nición (11), junto con las propiedades
(dinámica, algebraica y simétrica) de la función de
Lyapunov.

3. Funcionales de Lyapunov-
Krasovskii

En esta sección se presenta un procedimiento para la
construcción de funcionales de Lyapunov-Krasovskii
con la suposición de que la ecuación escalar (1) es
exponencialmente estable. Entonces para una fun-
cional cuadrática w (¢) se deriva la correspondiente
funcional de Lyapunov-Krasovskii v (¢), tal que

d
dt

v (xt)
¯̄
¯̄
(1)

= ¡w (xt) ,8t ¸ 0.

Teorema 3. Asumiendo que la ecuación (1) es expo-
nencialmente estable. Dada la funcional

w0 (xt) = x2 (t) . (12)

Entonces la funcional

v0 (xt) = x2(t)

"
u(0) + 2

mP
j=1

aju(¡jh)

#

+x2(t)
mP

j=1

mP
i=1

ajaiu((j ¡ i)h)

+2x(t)
mP

i=1

0Z

¡ih

u (¡ih ¡ θ)£

£ [bix(t + θ) ¡ ai _x(t + θ)]dθ

+2x(t)
mP

j=1

mP
i=1

aj

0Z

¡ih

u((j ¡ i)h ¡ θ)£

£ [bix(t + θ) ¡ ai _x(t + θ)]dθ

+
mP

j=1

mP
i=1

0Z

¡jh

[bjx(t + θ1) ¡ aj _x(t + θ1)] £

£
0Z

¡ih

u((j ¡ i)h + θ1 ¡ θ2)£

£ [bix(t + θ2) ¡ ai _x(t + θ2)] dθ2dθ1. (13)

tiene derivada ¡w0 (xt) .

Donde la función u(τ) =
1Z

0

k(t)k(t + τ)dt, la cual

necesita conocerse para τ 2 [¡H, H ].
Prueba. Se tiene que v0 (xt) debe ser una funcional
tal que

d
dt

v0 (xt)
¯̄
¯̄
(1)

= ¡x2 (t) . (14)

Dada una función inicial ϕ 2 C [¡H, 0], y la solución
correspondiente x(t, ϕ) de la ecuación (1). Se de…ne
por xt (ϕ) el segmento de la solución de la ecuación
(1) comofx (t + θ, ϕ) , θ 2 [0, H ]g . Entonces de (14)
se sigue que

v0 (ϕ) =

1Z

0

x2 (t, ϕ)dt. (15)

Entonces substituyendo x (t, ϕ) en (15) por el la-
do derecho de (7), y empleando (8) se obtiene que
v0 (xt) es de…nida por (13). Y por lo tanto la fun-
cional v0 (xt) de…nida por (13) satisface el teorema.
Teorema 4. Asumiendo que la ecuación (1) es expo-
nencialmente estable. Dada la funcional

w (xt) =
mP

j=0
µjx2 (t ¡ jh) +

mP
j=1

νj

0Z

¡jh

x2 (t + θ)dθ,

(16)
donde µj y ν j son constantes positivas. Entonces
la correspondiente funcional de Lyapunov-Krasovskii
v (¢) es de la forma

v (xt) =

"
µ0 +

mP
j=1

¡
µj + jhν j

¢
#

v0 (xt)

+
mP

j=1

0Z

¡jh

£
µj + (jh + θ) ν j

¤
x2 (t + θ)dθ, (17)

donde la funcinal v0 (xt) es la del teorema 3. En-
tonces la funcional de Lyapunov-Krasovskii v (xt) es
tal que

d
dt

v (xt) = ¡w (xt) , t ¸ 0

a lo largo de las soluciones de la ecuación (1).
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Prueba. Primero nótese que

d
dt

2
64

mP
j=1

0Z

¡jh

£
µj + (jh + θ) νj

¤
x2 (t + θ)dθ

3
75

=
mP

j=1

£
µj + jhνj

¤
x2 (t)

¡
mP

j=1
µjx

2 (t ¡ jh) ¡
mP

j=1
νj

0Z

¡jh

x2 (t + θ)dθ.

Por lo que el resto de la demostracción se obtiene
directamente siguiendo el mismo procedimiento del
teorema precedente.

Ejemplo 1. Considerese la siguiente ecuación es-
calar neutral ilustrativa, la cual es estable para el
retardo base h = 0,5, ver (Iv¼anescu et al. [5])

_x (t)¡ 0,1 _x (t ¡ 0,5) = ¡0,9x (t)¡x (t ¡ 0,5) , t ¸ 0.

Se construye la función u (τ ) a partir del sistema aux-
iliar libre de retardos, ver teorema 2. Obsérvese que
u (τ ) solo se construye para τ 2 [¡0,5, 0,5].

Las funciones auxiliares son

z¡1 (τ) = u (τ ¡ h)
z0 (τ) = u (τ )

para τ 2 [0, 0,5]. Se obtiene el sistema libre de retar-
dos

·
1 ¡0,1

¡0,1 1

¸
d
dτ

·
z0 (τ )
z¡1 (τ)

¸
=

·
¡0,9 ¡1

1 0,9

¸
.

El sistema libre de retardos esta restringido a las
siguientes condiciones de frontera

z0 (0) = z¡1 (0,5)
¡0,9z0 (0) ¡ z¡1 (0) + 0,09z0 (0,5) + z¡1 (0,5) = ¡1/2 .

Resolviendo el sitema libre de retardos, el vector ~z (τ )
presenta el comportamiento que se presenta en la
…gura 1.

Entonces la función u (τ) y la función ¶u (τ ) tienen la
evolución que se presenta en la …gura 2.

Figura 1: Solución de ~z (τ ) .

Figura 2: Funciones u (τ) y ¶u (τ).

4. Conclusiones

En este articulo se presenta un procedimiento para la
construcción de funcionales de Lyapunov-Krasovskii
con una derivada en el tiempo dada para el caso de
ecuaciones escalares de tipo neutral de la forma (1).
Se muestra que las funcionales presentan una depen-
dencia de la función de Lyapunov u (τ) .
Algunas propiedades de la función de Lyapunov son
derivadas.

El resultado principal es derivar para la función u (τ)
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias li-
bre de retardos con condiciones especiales de fron-
tera, ver el teorema 2.
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